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Résumé 
 

Dans ce travail, nous avons cherché la solution analytique et numérique de l’équation de transport des 

colloïdes en milieux poreux. Pour la méthode numérique, nous avons utilisé le calcul fractionnaire en 

transformant l’équation différentielle de transport classique en équation différentielle fractionnaire. Dans ce 

cas, il y a une apparition de deux paramètres 𝛼 et 𝛽 tels que 0 < 𝛼 ≤ 1 et 1 < 2𝛽 ≤ 2. Nous avons 

calculé les paramètres 𝛼 et  𝛽. La comparaison des résultats obtenus par la méthode numérique avec ceux 

de la solution analytique est enfin présentée et analysée. 

 

Mots-clés : intégrale fractionnaire, dérivée fractionnaire, transformée de Laplace, taux de biodégradation, 
temps de résidence moyen. 

 

 

Abstract 
 

 Numerical resolution of colloids transport equation in porous media by fractional 

models 
 

In this work, we have sought the analytical and numerical solutions of the transport of colloids in porous 

media equation. For the numerical method, we have used the fractional calculus transforming the classic 

differential equation to fractional differential equation. In this case, there had been an appearance of both 

parameters 𝛼 and 𝛽 such as 0 < 𝛼 ≤ 1 𝑒𝑡 1 < 2𝛽 ≤ 2. We have calculated these parameters                 

𝛼 and 𝛽. The comparison of the results obtained by the numerical method with those of the analytical solution 

is finally presented and analyzed. 
 

Keywords : fractional integration, fractional derivative, Laplace transform, average residence time and 
                      biodegradation rate. 
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1. Introduction 
 

L'approche fractionnaire apparaît aujourd'hui, comme une voie prometteuse pour mieux décrire le transport 

de colloïdes en milieux complexes. Les travaux sur les approches fractionnaires sont très vastes et concernent 

des domaines très variés, en particulier les milieux poreux. La motivation de ce travail est le transport de 

colloïdes dans des milieux poreux, plus précisément dans le sol. L’Equation générale de diffusion [1] de 

transport en un milieu poreux est connue sous la forme de l’Equation (1) : 
 

𝜕𝐶(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
=

𝐷𝑒

𝑅

𝜕2𝐶(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
−

𝑣

𝑅

𝜕𝐶(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
− 𝜆𝐶(𝑥, 𝑡)        (1) 

 

Avec 𝐶(𝑥, 𝑡) est la concentration à la date 𝑡 au point d’abscisse  𝑥 ; 𝐷𝑒  le coefficient de dispersion effective 

dans le milieu poreux saturé du polluant considéré ; 𝑅 le coefficient de retard dans le transfert du polluant 

considéré dans le milieu ; 𝑣  la vitesse d’écoulement de l’eau en milieu poreux (équation de Darcy) et 𝜆  le 

taux de biodégradation (dégradation du premier ordre). Si on écrit l’équation (1) en l’Equation 

différentielle fractionnaire [2], on a: 
 

𝜕𝛼𝐶(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡𝛼
= 𝐷ℎ 

𝜕2𝛽𝐶(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2𝛽
− 𝑣𝑝

𝜕𝛽𝐶(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥𝛽
− 𝜆𝐶(𝑥, 𝑡)         (2) 

 

Où 𝐷ℎ =
𝐷𝑒

𝑅
 et 𝑣𝑝 =

𝑣

𝑅
 et   0 < 𝛼 ≤ 1 ;   1 < 2𝛽 ≤ 2 

 

L’objectif de ce travail est de déterminer les paramètres 𝛼 et  𝛽 de l’Equation (2) en utilisant la transformé 

de Laplace de la dérivée fractionnaire. Dans un premier temps, nous avons calculé le paramètre 𝛼  pour 

𝛽 = 1. Ensuite, nous avons calculé 𝛽 autre que 𝛽 = 1 pour 𝛼 fixé. Ainsi, nous présenterons les résultats 

obtenus. Enfin, la comparaison des résultats obtenus avec la solution analytique de l’équation (1) sera exposée. 

 

 

2. Méthodologie 
 

2-1. Calcul de 𝜶 
 

Prenons l’Equation (2) pour 𝛽 = 1, on obtient l’Equation différentielle suivante : 
 

𝜕𝛼𝐶(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡𝛼
= 𝐷ℎ

𝜕2𝐶(𝑥,𝑡 )

𝜕𝑥2
− 𝑣𝑝

𝜕𝐶(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
− 𝜆𝐶(𝑥, 𝑡)     (3) 

 

Pour la dérivée fractionnaire temporelle, on a utilisé la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au 

sens de [3, 4],  
 

𝐿𝑝 (
𝜕𝛼𝐶(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡𝛼
) = 𝑝𝛼𝐶(𝑥, 𝑝) − ∑ 𝑝𝑘[𝐷𝛼−𝑘−1𝐶(𝑥, 𝑡)𝑡=0]

𝑛−1
𝑘=0     (4) 

 

Comme 0 < 𝛼 ≤ 1, donc 𝑛 = 1. La condition initiale 𝐶(𝑥, 𝑡)𝑡=0 = 𝐶(𝑥, 𝑡 = 0) = 𝐶𝑜  est 

constante quel que soit la valeur de 𝑥. 
 

En remplaçant 𝐶(𝑥, 𝑡 = 0)  par 𝐶𝑜, la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de 

Riemann-Liouville devient :  
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𝐿𝑝 (
𝜕𝛼𝐶(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡𝛼
) = 𝑝𝛼𝐹(𝑝) − 𝐷𝛼−1𝐶𝑜         (5) 

 

où  𝐹(𝑝) = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝐶(𝑥, 𝑡)
∞

0
𝑑𝑡= 𝐶(𝑥, 𝑝) est la transformée de Laplace de la fonction 𝐶(𝑥, 𝑡). 

 

Pour Riemann-Liouville, la dérivée fractionnaire d’ordre 𝛼 de 𝐶𝑜  n’est pas nulle [3, 4], car 𝐶𝑜  est constant. 
 

𝐷𝛼𝐶𝑜 =
𝐶𝑜

Γ(1−𝛼)
𝑡−𝛼  où Γ(1 − 𝛼) est une fonction gamma     (6) 

 

Donc on a : 𝐷𝛼−1𝐶𝑜 =
𝐶𝑜

Γ(2−𝛼)
𝑡1−𝛼         (7) 

 

En remplaçant 𝐷𝛼−1𝐶𝑜 par sa valeur, la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire temporelle au 

sens de Riemann-Liouville devient : 
 

 𝐿𝑝 (
𝜕𝛼𝐶(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡𝛼
) = 𝑝𝛼𝐶(𝑥, 𝑝) −

𝐶𝑜

Γ(2−𝛼)
𝑡1−𝛼       (8) 

 

Pour le second membre, comme la transformée de Laplace est linéaire, on a : 
 

 𝐿𝑝 (𝐷ℎ
𝜕2𝐶(𝑥, 𝑡 )

𝜕𝑥2
− 𝑣𝑝

𝜕𝐶(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
− 𝜆𝐶(𝑥, 𝑡)) = 𝐷ℎ 

d2

dx2
 𝐿𝑝(𝐶(𝑥, 𝑡)) − 𝑣𝑝

d

dx
 𝐿𝑝(𝐶(𝑥, 𝑡)) 

−𝜆 𝐿𝑝(𝐶(𝑥, 𝑡)) = 𝐷ℎ 
d2

dx2
C (𝑥, 𝑝) −𝑣𝑝

d

dx
C (𝑥, 𝑝) - 𝜆C (𝑥, 𝑝)       (9) 

 

En combinant les Equations (8) et (9), on obtient l’Equation différentielle suivante : 
 

𝐷ℎ
𝑑2

𝑑𝑥2
𝐶 (𝑥, 𝑝) −𝑣𝑝

𝑑

𝑑𝑥
𝐶(𝑥, 𝑝)− (𝜆 + 𝑝𝛼)𝐶 (𝑥, 𝑝)=−

𝐶𝑜

Γ(2−𝛼)
𝑡1−𝛼    (10) 

 

Les conditions aux limites que nous avons considérées sont : 
 

𝐶(0, 𝑡) = 0, lim
𝑥→∞

𝐶(𝑥, 𝑡) = 0 , lim
𝑡→∞

𝐶(𝑥, 𝑡) = 0   et 
𝜕𝐶(𝑥=0,𝑡)

𝜕𝑥
= 0  

 

En résolvant l’Equation (10) et en suivant les conditions aux limites et initiales, nous avons obtenu la 

solution suivante : 
 

𝐶(𝑥 , 𝑝 )= −
𝐶0

Γ(2−α)(𝜆+𝑝𝛼)
𝑡1−𝛼𝑒𝑥𝑝 [

𝑣𝑝𝑥

2𝐷ℎ
(1 − (1 +

4𝐷ℎ(𝜆+𝑝
𝛼)

𝑣𝑝
2 )

1

2
)] +

𝐶0𝑡
1−𝛼

Γ(2−α)(λ+𝑝𝛼)
   (11) 

 

Si 𝛼 = 1 la transformée de Laplace (𝑥 , 𝑝 ) devient : 
 

C (𝑥, 𝑝)= −
𝐶0

𝜆+𝑝
𝑒𝑥𝑝 [

𝑣𝑝𝑥

2𝐷ℎ
(1 − (1 +

4𝐷ℎ(𝜆+𝑝)

𝑣𝑝
2 )

1

2
)] +

𝐶0

𝜆+𝑝
      (12) 

 

La solution analytique [5] s’écrit :  
 

𝐶(𝑥, 𝑡) =−𝑒−𝜆𝑡
𝐶0

2
[𝑒𝑟𝑓𝑐 (

𝑥−𝑣𝑝𝑡

2√𝐷ℎ𝑡
) + 𝑒𝑥𝑝 (

𝑣𝑝𝑥

𝐷ℎ
) 𝑒𝑟𝑓𝑐 (

𝑥+𝑣𝑝𝑡

2√𝐷ℎ𝑡
)] + 𝐶0𝑒

−𝜆𝑡    (13) 
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L’Equation (13) est une Equation analytique de l’Equation de diffusion (Equation (1)). 
 

Si 𝛼 ≠ 1, il y a un grand problème pour trouver la solution analytique. Donc nous avons employé la méthode 

numérique de Stehfest déjà connue. Elle a été publiée par Harald Stehfest en 1970. 
 

Méthode de [6, 7] 

Soit 𝐹(𝑝) la transformée de Laplace de la fonction 𝑓(𝑡). La transformée inverse de la fonction 𝐹(𝑝) est 𝑓(𝑡) : 
 

𝑓(𝑡) =
ln (2)

𝑡
∑ 𝑉𝑗
𝑁
𝑗=1 𝐹 (

𝑗𝑙𝑛(2)

𝑡
)         (14) 

 

Pour 𝑁 = 20 (double précision), les valeurs successives de 𝑉𝑗   sont présenté dans le Tableau 1 

 

Tableau 1 : Valeurs successives de 𝑉𝑗  pour  1 ≤ 𝑗 ≤ 20 [6, 7] 
 

𝑗 𝑉𝑗  𝑗 𝑉𝑗  

1 −5.511463844797178 ∗ 10−6 11 −2.870209211471027 ∗ 1011 

2 1.523864638447922 ∗ 10−1 12 6.829920102815115 ∗ 1011 

3 −1.174654761904762 ∗ 102 13 −1.219082330054374 ∗ 1012 

4 1.734244933862434 ∗ 104 14 1.637573800842013 ∗ 1012 

5 −9.228069289021164 ∗ 105 15 −1.647177486836117 ∗ 1012 

6 2.377408778710318 ∗ 107 16 1.221924554444226 ∗ 1012 

7 −3.494211661953704 ∗ 108 17 −6.488065588175326 ∗ 1011 

8 3.241369852231879 ∗ 109 18 2.333166532137059 ∗ 1011 

9 −2.027694830723779 ∗ 1010 19 −5.091380070546738 ∗ 1010 

10 8.946482982379724 ∗ 1010 20 5.091380070546738 ∗ 109 

 

En utilisant la méthode de Stehfest, nous avons obtenu la formule suivante : 
 

𝐶 (𝑥, 𝑡)=
ln (2)

𝑡
∑ 𝑉𝑗
𝑁
𝑗=1 𝐶 (𝑥,

𝑗𝑙𝑛2

𝑡
)       (15) 

 

𝐶 (𝑥,
𝑗𝑙𝑛2

𝑡
) =

𝐶0 𝑡
1−𝛼

Γ(2−α)(𝜆+(
𝑗𝑙𝑛2

𝑡
)
𝛼
)
{1 − 𝑒𝑥𝑝 [

𝑣𝑝𝑥

2𝐷ℎ
(1 − (1 +

4𝐷ℎ(𝜆+(
𝑗𝑙𝑛2

𝑡
)
𝛼
)

𝑣𝑝
2 )

1

2

)]}  (16) 

 

C(𝑥,t )= ∑ ln (2)𝑉𝑗
𝐶0 𝑡

−𝛼

Γ(2−α)(𝜆+(
𝑗𝑙𝑛2

𝑡
)
𝛼
)
{1 − 𝑒𝑥𝑝 [

𝑣𝑝𝑥

2𝐷ℎ
(1 − (1 +

4𝐷ℎ(𝜆+(
𝑗𝑙𝑛2

𝑡
)
𝛼
)

𝑣𝑝
2 )

1

2

)]}𝑁
𝑗=1   (17) 

 

L’Equation (17) est une solution analytique approchée obtenue par la méthode de Stehfest. En appliquant 

la condition lim
𝑥→∞

𝐶(𝑥, 𝑡) = 0 à l’Equation (17), nous avons obtenu l’Equation (18) suivante : 

 

∑ ln (2)𝑉𝑗
𝐶0 𝑡

−𝛼

Γ(2−α)(𝜆+(
𝑗𝑙𝑛2

𝑡
)
𝛼
)

𝑁
𝑗=1 = 0   (18) 
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Sachant que 𝐶0 ,  𝑡
−𝛼  , Γ(2 − α)  fonction gamma et ln (2) sont indépendant𝑠 𝑑𝑒  𝑗, donc on peut les 

faire sortir de la somme, nous avons obtenu alors l’Equation (19) : 
 

∑ 𝑉𝑗
1

(𝜆+(
𝑗𝑙𝑛2

𝑡
)
𝛼
)

𝑁
𝑗=1 = 0         (19) 

 

Comme 𝜆 + (
𝑗𝑙𝑛2

𝑡
)
𝛼

= 𝜆 [1 +
1

𝜆
(
𝑗𝑙𝑛2

𝑡
)
𝛼
)], l’Equation (19) peut s’écrire sous la forme 

 

1

𝜆
∑ 𝑉𝑗

1

(1+
1

𝜆
(
𝑗𝑙𝑛2

𝑡
)
𝛼
)

𝑁
𝑗=1 = 0 avec 𝜆 ≠ 0        (20) 

 

Quand 𝑡 est assez grand, 
1

𝜆
(
𝑗𝑙𝑛2

𝑡
)
𝛼

est proche de zéro, on peut utiliser le développement limité  d’ordre 1 

au voisinage de zéro donc on a : 
 

1

(1+
1

𝜆
(
𝑗𝑙𝑛2

𝑡
)
𝛼
)
= 1 −

1

𝜆
(
𝑗𝑙𝑛2

𝑡
)
𝛼

         (21) 

 

L’Equation (20) devient 
 

∑ 𝑉𝑗 −
𝑁
𝑗=1 ∑ 𝑉𝑗

1

𝜆
(
𝑗𝑙𝑛2

𝑡
)
𝛼

𝑁
𝑗=1 = 0       (22) 

 

L’Equation (22) est une Equation qui permet de trouver la valeur du paramètre α pour t fixé. Le calcul 

de 𝜆 des composés organiques se rapproche de la désintégration des composés radioactifs ou de substances 

dite instables dans leur comportement [1] 
 

𝑑𝐶

𝑑𝑡
=−𝜆𝐶 ce qui donne donc après intégration : 𝐶 = 𝐶0𝑒

−𝜆𝑡       (23) 

 

Nous avons utilisé les données d’Edvina Luca Lamy pour calculer le taux de biodégradation  𝜆. Les paramètres 

de transport colloïdal en conditions saturées (valeur moyennes de deux colonnes) sont donnés dans le 

Tableau 2.  

 

Tableau 2 : Données obtenues par [8] 
 

colonne T TS M MS 

𝐶

𝐶0
 

 

0.1 

 

0.06 

 

0.075 

 

0.02 

𝑅 0.9 1 0.7 0.72 

𝑡𝑠 (mn) 88.4 96 78.5 89 
 

𝑡𝑠 Temps de résidences moyen ; T  Colonne de sable ; TS  Colonne de sable avec géotextile ; M  Colonne de 

sable avec macropore ; MS  Colonne de sable avec macropore et géotextile ; 𝑅 Le facteur de retard ;                   

𝐶0 Concentration initiale c'est-à-dire la concentration à l’instant 𝑡 = 0 ; et 𝐶  Concentration à la sortie. 
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En utilisant la Formule (23), nous avons calculé 𝜆 
 

𝜆 = − 
1

𝑡
ln (

𝐶

𝐶0
)           (24) 

 

On prend 𝑡 = 𝑡𝑠 . Nous avons trouvé les différentes valeurs de 𝜆 dans le Tableau 3 ci-dessous. 
 

Tableau 3 : Taux de biodégradation pour  𝑡 = 𝑡𝑠  
 

Colonne T TS M MS 

𝜆(mn-1) 0.026 0.0293 0.03299 0.0439 
 

2-2. Calcul de 𝜷 pour 𝜷 ≠ 𝟏 
 

Prenons l’Equation (2) : 
𝜕𝛼𝐶(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡𝛼
= 𝐷ℎ

𝜕2𝛽𝐶(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2𝛽
− 𝑣𝑝

𝜕𝛽𝐶(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥𝛽
− 𝜆𝐶(𝑥, 𝑡) 

 

0< 𝛼 ≤ 1;  1 < 2𝛽 ≤ 2 
 

Pour calculer la valeur de 𝛽 de l’Equation (2), nous avons utilisé la transformée de Laplace de la dérivée 

fractionnaire au sens de Caputo [3,4] pour le premier membre :  
 

𝐿𝑝 (
𝜕𝛼𝐶(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡𝛼
) = 𝑝𝛼𝐶(𝑥, 𝑝) − ∑ 𝑝𝑘 [𝐷𝛼−𝑘−1

𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
𝐶(𝑥, 𝑡)𝑡=0]

𝑛−1
𝑘=0    (25) 

 

Comme 0< 𝛼 ≤ 1 donc 𝑛 = 1. Connaissant 𝐶(𝑥, 𝑡)𝑡=0 = 𝐶(𝑥, 𝑡 = 0)=𝐶0 est constante quel 

que soit 𝑥, et comme 𝑘 est un entier donc 
𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
𝐶(𝑥, 𝑡)𝑡=0 = 0 

 

D’où 𝐿𝑝 (
𝜕𝛼𝐶(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡𝛼
) = 𝑝𝛼𝐶(𝑥, 𝑝)         (26) 

 

Pour le second membre, sachant que la transformée de Laplace de la fonction 𝐶(𝑥, 𝑡) est : 
 

𝐶(𝑥, 𝑝) = ∫ 𝑒−𝑝𝑡𝐶(𝑥, 𝑡)
∞

0
𝑑𝑡 = 𝐿𝑝(𝐶(𝑥, 𝑡)), et comme la transformée de Laplace est linéaire : 

𝐿𝑝 (𝐷ℎ
𝜕2𝛽𝐶(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2𝛽
− 𝑣𝑝

𝜕𝛽𝐶(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥𝛽
− 𝜆𝐶(𝑥, 𝑡))   = 𝐷ℎ

𝜕2𝛽

𝜕𝑥2𝛽
𝐿𝑝(𝐶(𝑥, 𝑡)) − 𝑣𝑝

𝜕𝛽𝐶

𝜕𝑥𝛽
𝐿𝑝(𝐶(𝑥, 𝑡)) − 𝜆𝐿𝑝(𝐶(𝑥, 𝑡))  

 

D’où nous avons eu la transformée de Laplace du second membre 
 

𝐿𝑝 (𝐷ℎ
𝜕2𝛽𝐶(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2𝛽
− 𝑣𝑝

𝜕𝛽𝐶(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥𝛽
− 𝜆. 𝐶(𝑥, 𝑡)) = 𝐷ℎ

𝜕2𝛽𝐶(𝑥,𝑝)

𝜕𝑥2𝛽
− 𝑣𝑝

𝜕𝛽𝐶(𝑥,𝑝)

𝜕𝑥𝛽
− 𝜆. 𝐶(𝑥, 𝑝)   (27) 

 

En combinant les Equations (26) et (27), on obtient l’Equation différentielle suivante : 
 

𝐷ℎ
𝜕2𝛽𝐶(𝑥,𝑝)

𝜕𝑥2𝛽
− 𝑣𝑝

𝜕𝛽𝐶(𝑥,𝑝)

𝜕𝑥𝛽
−(𝜆 + 𝑝𝛼)𝐶 (𝑥, 𝑝)=0      (28) 

 

L’Equation (28) est une Equation différentielle linéaire à indice fractionnaire [9]. On se propose de 

résoudre cette équation. Pour 𝐶 (𝑥, 𝑝) =𝑒𝑚𝑥 , 𝑚 devra satisfaire : 𝐷ℎ𝑚
2𝛽 − 𝑣𝑝𝑚

𝛽 − (𝜆 + 𝑝𝛼) = 0 [9]. 
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L’objectif est de chercher la valeur du paramètre 𝑚. En posant  𝑚𝛽 = 𝑟 ⇔  𝑚 =  𝑟
1

𝛽, on a : 
 

𝐷ℎ𝑟
2 − 𝑣𝑝𝑟 − (𝜆 + 𝑝

𝛼) = 0         (29) 
 

Résolution de l’Equation (29) dont l’inconnu est 𝑟. La solution est donc : 
 

𝑟1 =
𝑣𝑝+√𝑣𝑝

2+4𝐷ℎ(𝑝
𝛼+𝜆)

2𝐷ℎ
    et    𝑟2 =

𝑣𝑝−√𝑣𝑝
2+4𝐷ℎ(𝑝

𝛼+𝜆)

2𝐷ℎ
     (30) 

 

La solution de l’Equation (28) est de la forme 
 

𝐶 (𝑥, 𝑝)= 𝐴𝑒𝑚1𝑥 + 𝐵𝑒𝑚2𝑥                                                                   (31) 
 

où 𝐴 𝑒𝑡 𝐵 sont des constantes arbitraires. La solution complète [9] est : 
 

𝐶 (𝑥, 𝑝)=𝐴𝑒𝑚1𝑥 + 𝐵𝑒𝑚2𝑥 + 𝐴1 + 𝐴2𝑥 +⋯+𝐴𝑛𝑥
𝑛                                                                                 (32) 

 

où les 𝐴𝑖  sont des nombres réels et 𝑛 est un entier positif indéterminé. 
 

En suivant les conditions aux limites : 𝐶 (0, 𝑝) = ∫ 𝐶 (0, 𝑡)e−pt𝑑𝑡
∞

0
= 0 car 𝐶 (0, 𝑡) = 0 

 

Nous avons obtenu la relation suivante : 
 

𝐴 + 𝐵 + 𝐴1 = 0           (33) 
 

De plus lim
𝑥→∞

𝐶(𝑥, 𝑝) = ∫  lim
𝑥→∞

𝐶 (𝑥, 𝑡)e−pt𝑑𝑡
∞

0
=0 car  lim

𝑥→∞
𝐶 (𝑥, 𝑡) = 0 d’après les 

conditions aux limites. Pour qu’on ait un sens physique, nécessairement  
 

𝐴 = 𝐴2 = ⋯𝐴𝑛 = 0          (34) 
 

L’Equation (33) devient : 𝐵 + 𝐴1 = 0 . Cela veut dire que 𝐵 = −𝐴1 ≠ 0    (35)  
 

La solution de l’Equation différentielle Equation(28) est : 
 

𝐶(𝑥, 𝑝) = 𝐴1

{
 

 
1 − 𝑒𝑥𝑝 [

𝑣𝑝−√𝑣𝑝
2+4𝐷ℎ(𝑝

𝛼+𝜆)

2𝐷ℎ
]

1

𝛽

𝑥

}
 

 
       (36) 

 

Un grand problème se pose toujours pour trouver la solution analytique. Nous avons réutilisé la méthode 

numérique de Stehfest déjà connue. 
 

𝐶 (𝑥, t)= 𝐴1
ln (2)

𝑡
∑ 𝑉𝑗
𝑁
𝑗=1

{
 

 
1 − 𝑒𝑥𝑝 [

𝑣𝑝−√𝑣𝑝
2+4𝐷ℎ((

𝑗𝑙𝑛2

𝑡
)
𝛼
+𝜆)

2𝐷ℎ
]

1

𝛽

𝑥

}
 

 
     (37) 

 

L’Equation (37) est une solution analytique approchée. En utilisant la condition 
𝜕𝐶(𝑥=0,𝑡)

𝜕𝑥
 =0, nous avons 

obtenu donc la relation suivante 
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∑ 𝑉𝑗
𝑁
𝑗=1

{
 

 
[
𝑣𝑝−√𝑣𝑝2+4𝐷ℎ((

𝑗𝑙𝑛2

𝑡
)
𝛼
+𝜆)

2𝐷ℎ
]

1

𝛽

}
 

 
=0       (38) 

 

L’Equation (38) est une équation qui permet de trouver la valeur du paramètre 𝛽 ≠ 1 pour 𝛼 et 𝑡 fixent. 

 

 

3. Résultats et discussion 
 

3-1. Calcul de 𝜶 pour 𝜷 = 𝟏 
 

Pour 𝜆 = 0.026, nous avons tracé la courbe de la fonction 𝑓(𝛼) = ∑ 𝑉𝑗 −
𝑁
𝑗=1 ∑ 𝑉𝑗

1

𝜆
(
𝑗𝑙𝑛2

𝑡
)
𝛼

𝑁
𝑗=1  pour 

déterminer le réel 𝛼 solution de la fonction 𝑓(𝛼)  pour 𝑡 fixé. 

 

 
 

Figure 1 : Courbe de la fonction 𝑓(𝛼) 
 

A partir de la courbe obtenue sur Figure 1, nous pouvons déterminer le réel 𝛼 solution de la fonction 𝑓(𝛼) 

en zoomant la courbe de la Figure 1 suivant l’axe des abcisses. On obtient alors la Figure 2. 
 

 
 

Figure 2 : Courbe de la fonction 𝑓(𝛼) zoomée 
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La courbe de la Figure 2 est une courbe obtenue lorsqu’ on a zoomé la courbe de la Figure 1 suivant l’axe 

des abscisses. En regardant cette courbe, nous avons trouvé une solution approchée 𝛼 = 0.556. 

 

3-2. Comparaisons des deux courbes obtenues analytiquement et numériquement 
 

Les données suivantes sont utilisées. La vitesse est 0.03cm/mn=3*10−4𝑚/𝑚𝑛,                                                   

𝐷𝑒 = 𝐷 = 0.002 𝑐𝑚2/𝑠 =12*10−6 𝑚2 /mn, le coefficient de retard 𝑅 = 0.9 et 𝐶0 = 200 𝑚𝑔/𝑙  [8]. 

 

 
 

Figure 3 : Comparaison de la variation de concentration obtenue analytiquement et celle obtenue 
numériquement pour 𝛼 = 0.556 et 𝛽 = 1 

 

La courbe noire représente la concentration obtenue analytiquement et la courbe rouge celle obtenue par la 

méthode numérique. On remarque que les deux courbes se superposent. 

 

3-3. Calcul de 𝛃 si 𝛃 ≠ 𝟏 
 

Fixons 𝛼 = 0.556 et calculons 𝛽 pour 𝛽 ≠ 1. Nous avons cherché la valeur de 𝛽 en résolvant 

l’Equation (38). Nous avons tracé la courbe de la fonction 

𝑓𝛼(𝛽) = ∑ 𝑉𝑗
𝑁
𝑗=1

{
 

 
[
𝑣𝑝−√𝑣𝑝

2+4𝐷ℎ((
𝑗𝑙𝑛2

𝑡
)
𝛼
+𝜆)

2𝐷ℎ
]

1

𝛽

}
 

 
 pour déterminer le réel 𝛽 avec t fixé. 𝐷ℎ et 𝑣𝑝 sont 

connus (Voir la Figure 4) 
 

 
 

Figure 4 : Courbe de la fonction 𝑓𝛼(𝛽) 
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A partir de la courbe obtenue sur la Figure 4, nous pouvons déterminer le réel 𝛽 solution de la fonction 

𝑓𝛼(𝛽) en zoomant cette courbe. On obtient alors la Figure 5. 
 

 
 

Figure 5 : Courbe de la fonction 𝑓𝛼(𝛽) zoomée 
 

Nous avons zoomé la Figure 4, nous avons obtenu la Figure 5. En regardant cette courbe, on voit bien qu’il 

y a une solution approchée 𝛽 = 0.6667 de la fonction 𝑓𝛼(𝛽). 

 

3-4. Comparaisons des résultats obtenus avec la courbe analytique 
 

 
 

Figure 6 : Comparaison de la variation de concentration obtenue analytiquement et celle obtenue 
numériquement pour 𝛼 = 0.556 et 𝛽 = 0.6667 

 
En regardant la Figure 6, la courbe obtenue analytiquement et celle obtenue numériquement se superposent. 

En observant les valeurs des erreurs dans le Tableau 4, on constate que la Figure 6 comporte moins 

d’erreur que la Figure 3 et donc plus satisfaisante. 
 

Tableau 4 : Étude des erreurs 
 

 
Courbe analytique et numérique pour  

𝛼 = 0.556 𝛽 = 1 

Courbe analytique et numérique pour 

𝛼 = 0.556 𝛽 =0.6667 

Écart maximal entre la courbe 

analytique et la courbe numérique  
2.8573*10−3 2.8505*10−3 

Erreur en % 1.49% 1.48% 
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En fixant la valeur de 𝛼 obtenue et en cherchant la valeur de 𝛽 à partir de l’Equation (38), nous avons 

constaté qu’il existe un couple (𝛼; 𝛽) dont l’injection dans l’Equation (2) donne une solution numérique 

proche de la solution analytique de l’Equation (1). 
 

 

4. Conclusion 
 

Cet article a été axé sur la résolution numérique de l’équation de transport de colloïdes en milieu poreux utilisant 

les approches fractionnaires. Dans ces approches, nous avons utilisé le schéma de Grünwald-Letnicov. Nous avons 

aussi utilisé les résultats expérimentaux d’Edvina Muca Lamy pour les différentes constantes de l’équation 

différentielle. Les résultats obtenus ont montré que la solution approchée obtenue par le modèle fractionnaire 

est très proche de la solution analytique. En perspective, nous pouvons envisager d’utiliser plusieurs valeurs de 

taux de biodégradation dans le but d’améliorer la performance du modèle fractionnaire. 
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