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Résumeé

Dans ce travail, nous avons cherché la solution analytique et numérique de I'équation de transport des
colloides en milieux poreux. Pour la méthode numérique, nous avons utilisé le calcul fractionnaire en
transformant I'équation différentielle de transport classique en équation différentielle fractionnaire. Dans ce
cas, il y a une apparition de deux paramétres « et 3 tels que 0 < a < 1 et 1 < 28 < 2. Nous avons
calculé les paramétres o et [5. La comparaison des résultats obtenus par la méthode numérique avec ceux
de la solution analytique est enfin présentée et analysée.

Mots-clés : intégrale fractionnaire, dérivée fractionnaire, transformée de Laplace, taux de biodégradation,
temps de résidence moyen.

Abstract

Numerical resolution of colloids transport equation in porous media by fractional
models

In this work, we have sought the analytical and numerical solutions of the transport of colloids in porous
media equation. For the numerical method, we have used the fractional calculus transforming the classic
differential equation to fractional differential equation. In this case, there had been an appearance of hoth
parameters & and B suchas 0 < a < 1et 1 < 2 < 2. We have calculated these parameters
a and 3. The comparison of the results obtained by the numerical method with those of the analytical solution
is finally presented and analyzed.

Keywords : fractional integration, fractional derivative, Laplace transform, average residence time and
biodegradation rafe.
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1. Introduction

L'approche fractionnaire apparait aujourd'hui, comme une voie prometteuse pour mieux décrire le transport
de colloides en milieux complexes. Les travaux sur les approches fractionnaires sont trés vastes et concernent
des domaines trés variés, en particulier les milieux poreux. La motivation de ce travail est le transport de
colloides dans des milieux poreux, plus précisément dans le sol. L’ Equation générale de diffusion [1] de
transport en un miliev poreux est connue sous la forme de /’Equation (1):

AC(xt) _ Ded%C(xt) v ac(xt)
at R ox? R ox

— AC(x, t) (1)

AvecC(x,t) est la concentration d la date £ au point d’abscisse x ; D, le coefficient de dispersion effective
dans le miliev poreux saturé du polluant considéré ; R le coefficient de retard dans le transfert du polluant

considéré dans le miliev ; v la vitesse d’écoulement de I'eau en milieu poreux (équation de Darcy) et A le
taux de biodégradation (dégradation du premier ordre). Si on écrit /’équation (1) en | Equation
différentielle fractionnaire [2], on a:

0%C(xt) 2*Fcet)  afcx)

ata h ™ 5x2B P oxB —AC(x, t) (2)

0iDy =Cetv, =2et 0<a<1; 1<2f<2

L objectif de ce travail est de déterminer les paramétres & et [3 de /’Equation (2)en utilisant la transformé
de Laplace de la dérivée fractionnaire. Dans un premier temps, nous avons calculé le paramétre @ pour

f = 1.Ensuite, nous avons calculé B autre que 5 = 1 pour « fixé. Ainsi, nous présenterons les résultats
obtenus. Enfin, la comparaison des résultats obtenus avec la solution analytique de /’équation (1)sera exposée.

2. Méthodologie
2-1. Calcul de

Prenons /’Equation (2)pour B = 1, on obtient I' Equation différentielle suivante :

9%C(x,t) D 0°C(xt)  aCc(xt)

ata h™ 8x2 pox AL ()

Pour la dérivée fractionnaire temporelle, on a utilisé la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au
sens de [3, 4],

9%C(xt - —k—
Ly (2859 _ pec(x, p) - 532A pFIDT 1€ x, )l g

Comme 0 < a < 1, donc n = 1. La condition initiale C(x,t);=9 = C(x,t =0) = Co est
constante quel que soit la valeur de x.

En remplagant C (x, t = Q) par Co, la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville devient :
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0%C(x,t) -
Ly (522) = p*F(p) — D*1C, )

o F(p) = fooo e PC(x,t) dt= C(x, p) estlatransformée de Laplace de la fonction C (x, t).

Pour Riemann-Liouville, la dérivée fractionnaire d’ordre @ de C,, n’est pas nulle [3, 4], car C,, est constant.

D&C, r(f > t~% o0 I'(1 — a) est une fonction gamma (6)
.pa—-1 — Co 1-a
Doncona: D*"*C, T2 t (7)

En remplacant D~ C, par sa valeur, la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire temporelle au
sens de Riemann-Liouville devient :

6“C(x,t) a _ 1-a
LP( ata ) CCx,p) r- a)t ®)

Pour le second membre, comme la transformée de Laplace est linéaire, on a :

9%C(x, t) aC(x, t) d? d
Ly \ Dp 7% R S e AC(x,t) | = Dy, o2 L,(C(x,t)) — Y L,(C(x,1))

~ALy(C(6, ) = Dy 2 Cx,p) ~vp - Cx,p)- AC (x, ) 9)

En combinant les Equations (8) et (9), on obtient I Equation diftérentielle suivante :

Co -
Dy 2 € (1, p) vy o= Ol p)= (A + pIC (v, p)=— et " (1)

Les conditions aux limites que nous avons considérées sont :

i ; ac(x=0,
€(0,t) = 0, lim C(x,t) = 0,lim C(x,t) = 0 et2£3=20 _ ¢
X t—ooo ox
En résolvant /’Equation (10) et en suivant les conditions aux limites et initiales, nous avons obtenu la

solution suivante :

LG tagy | M) __ Gt
COOPE ~rapammt P [zuh - (1 T )] R (i
Si @ = 1 latransformée de Laplace (x , p ) devient :

= _ G il M Lo
(e pl= =2 exp |35 (1 — (14223 )>]+M (12)
La solution analytique [5] s’écrit :

— +vyt

Clx,t)=—e™H O[erf (zJ_)-l' xp( )erf (x i >]+Co€ At (13)
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L’Equation (13)est une Equation analytique de I’ Equation de diffusion (Equation (1)).

Sia # 1,ilyaungrand probléme pour trouver la solution analytique. Donc nous avons employé la méthode
numérique de Stehfest déja connue. Elle a été publiée par Harald Stehfest en 1970.

Méthode de [6, 7]
Soit F(p) la transformée de Laplace de la fonction £ (t). La transformée inverse de la fonction F (p) est £ (¢) :

f&) ==23N v, F (52) (14)

t

Pour N' = 20 (double précision), les valeurs successives de V; sont présenté dans le Tableav 1

Tableau 1: Valeurs successives de Vi pour 1 < j < 2016, 7]

J Vi J Vi

1 | —5.511463844797178 x 107¢ | 11 —2.870209211471027 % 101
2 1.523864638447922 « 107t | 12 6.829920102815115 * 101!

3 —1.174654761904762 * 102 | 13 —1.219082330054374 * 1012
4 1.734244933862434 + 10* 14 1.637573800842013 * 1012

5 —9.228069289021164 * 10> | 15 —1.647177486836117 * 1012
b 2.377408778710318 * 107 16 1.221924554444226 * 1012

7 —3.494211661953704 = 108 | 17 —6.488065588175326 * 1011
8 3.241369852231879 * 10° 18 2.333166532137059 * 10!

9 | —2.027694830723779 = 100 | 19 —5.091380070546738 * 101°
10 | 8.946482982379724 101 | 20 5.091380070546738 * 10°

En utilisant la méthode de Stehfest, nous avons obtenu la formule suivante :

In(2) jln2
Cle, ti= =23 v ¢ (x, 52 (15
1
jin2\*\\ 2
C(x’ t )_r(z_oom(”%z)“) tmews,, <1+ vp ) (18

1

Cot™@ VpX 4D"<’1+(ﬂ£)a> ’
i ;7<1—<1+—f [t an

(et)= X, In(2)V;
re-o@+2

2
Yp

L’Equation (17)est une solution analytique approchée obtenue par la méthode de Stehfest. En appliquant
la condition lim C(x, t) = O a /’Equation (17), nous avons obtenu /’Equation (18) suivante :

X—00
Cot™@

r(z—a)(a+("’7”2)a)

S, In(2)V,

=0 (18)
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Sachantque Cy  t~%, I'(2 — o) fonction gamma et In(2) sontindépendants de j, doncon peut les
faire sortir de la somme, nous avons obtenu alors /’Equation (19) :

N p—r 19
Z]—l (A+(]ln2) ) ( )

Comme A + (]an) =1 [1 + - (]an) ] PEquation (19)peut s’écrire sous la forme

29’: Vi — = Owed#0 (20)

1
s

1 (jin2\%
Quand ¢ est assez grand, N (]T) est proche de zéro, on peut utiliser le développement limité d’ordre 1

au voisinage de zéro doncona:

1 jin2
— = 1—- 21
a+(222) 1( t ) )
L’Equation (20)devient
N N 1/jln2 @ _
Zj:le _ZJ':leZ(T) =0 (22)

L’Equation (22) est une Equation qui permet de trouver la valeur du paramétre o pour t fixé. Le calcul

de A des composés organiques se rapproche de la désintégration des composés radioactifs ou de substances
dite instables dans leur comportement [1]
dc At

—=—AC ce qui donne donc aprés intégration: C = Cye™

= (23)

Nous avons utilisé les données d’Edvina Luca Lamy pour calculer le taux de biodégradation A.Les paramétres
de transport colloidal en conditions saturées (valeur moyennes de deux colonnes) sont donnés dans le

Tableav 2

Tableav 2 : Données obtenves par [§]

colonne T TS M MS
C
C_o 0.1 0.06 0.075 0.02
R 0.9 ] 0.7 0.72
t5(mn) 88.4 96 78.5 89

ts Temps de résidences moyen ; T Colonne de sable ; IS Colonne de sable avec géotextile ; M Colonne de
sable avec macropore ; MS Colonne de sable avec macrapore et géotextile ; R Le facteur de retard ;

Co Concentration initiale ¢ est-d-dire lo concentration d l'instantt = 0 etC Concentration d la sortie.
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En utilisant la Formule (23), nous avons calculé A

1, ,C
A=—- ;ln(c—o) (24)
On prend £ = t,. Nous avons trouvé les différentes valeurs de A dans le Tableav 3 ci-dessous.

Tableau 3 : 7oux de biodégradation pour t = t

Colonne T TS M MS
A(mn") 0.026 0.0293 0.03299 0.0439

2-2. Calcul de B pour B + 1

a%c(x, a%Pc(x, ofc(x,
Prenons /’Equation (2): gt(z 8 _ Dy, 652(; b _ vy acflg 2 AC(x,t)

I<a<1;1<28<2

Pour calculer la valeur de 3 de /’Equation (2), nous avons utilisé la transformée de Laplace de la dérivée
fractionnaire au sens de Caputo [3,4] pour le premier membre :

a%C(x,t) _ _g—1 d¥
Ly (F522) = pC e, p) — TR p* [ D1 22 0 e (25

Comme 0< @ < 1 donc n = 1. Connaissant C(x,t) ;=9 = C(x,t = 0)=C, est constante quel

, . d*
que soit X, et comme Kk est un entier doncﬁ C(x,t)i=g =0

Doi L, ("’“gt(fj'”) = p%C(x,p) (26)

Pour le second membre, sachant que la transformée de Laplace de la fonction C (x, t) est:

C(x,p) = fooo e PtC(x,t) dt = Lp(C(x, t)), et comme la transformée de Laplace est linéaire :

32Bc(xt) aBc(xt) 92k akc
L (uh P, 2P ey, t)) = D 21 (C0 D) — 1y 2oL, (€0, 1) — ALy (1)

D’oU nous avons eu la transformée de Laplace du second membre

82Pc(x,t) aPc(xt) 22P¢(x,p) 2Pc(xp)
Lp<Dh ax?b VP oxF _A'C(x't)>:Dh axb Vpaxp M C0D) (27)

En combinant /es Equations (26) et (27), on obtient I Equation différentielle suivante :

32 c(x,p) _ 8P c(x,p)

Dy, 0x2k P oxh

—(A +p%)C (x, p)=0 (28)

L’Fquation (28) est une Equation diftérentielle linéaire a indice fractionnaire [9]. On se propose de
résoudre cette équation. Pour C (x, p) =e™* , m devra satisfaire : D,m?f — v,mP — (A + p%) = 0[9].
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1
L’objectif est de chercher la valeur du parametre m. En posant mP=r @ m= rfona:

Dpr?* —vr —(A+p*) =0 (29)

Résolution de /’Equation (29)dont I'inconnu est 7. La solution est donc :

vp+\/vp2+4Dh(p“+/1)

vp—\/vp2+4Dh(p“+A)
1‘1 = ==

o et T, = o (30)

La solution de I Equation (28) est de la forme

C (x,p)= Ae™* 4 Be™2* (31)
o0 A et B sont des constantes arbitraires. La solution compléte [9] est :

C (x,p)J=Ae™* + Be™2* + A; + Ayx + - +A,x" (32)
ol les A; sont des nombres réels et 72 est un entier positif indéterminé.

En suivant les conditions aux limites : C (0, p) = fooo C (0,t)e P dt =0crC (0,t) =0
Nous avons obtenu la relation suivante :

A+B+A4,=0 (33)

De plus lim C(x,p) = fooo limC (x,t)e P'dt =0 «r limC (x,t) = 0 daprés les
xX—>00 X—>00 X—00

conditions aux limites. Pour qu’on ait un sens physique, nécessairement
A=A4,=--4,=0 (34)
L’Equation (33)devient: B + A; = 0. Cela vevt direque B = —A; # 0 (35)

La solution de I Equation différentielle Equation(28)est :

%
v—/v24D(“A)
C(x,p):Al{l—explp ,,:thp i ] xl (36)
\ )

Un grand probléme se pose toujours pour trouver la solution analytique. Nous avons réutilisé lo méthode
numérique de Stehfest déja connue.

1
— < |8
- v,z 44D (222) 42
c<x,n=A1‘“§2>z;L1vJ - oL o) ] l (37)

. . . . - .. 0C(x=0,t
L’Equation (37)est une solution analytique approchée. En utilisant la condition 9c(x=01)

=0, nous avons

obtenu donc la relation suivante

AMBEONDAHY et al.



178 Afrique SCIENCE 12(3)(2016) 171 - 181

_ .2 Jjin2\%
vp va +4Dp(552) +2)

2Dp

=0 (38)

L’Equation (38)est une équation qui permet de trouver la valeur du paramétre 5 # 1 pour « et ¢ fixent.

3. Résultats et discussion

3-1. Calcul de ax pour g = 1

; a
Pour A = 0.026, nous avons tracé la courbe de la fonction f(a) = ?’:1 V; —Z?’zlv}%(ﬂ%z) pour

déterminer le réel a solution de la fonction £ () pour ¢ fixé.

AP
J

JN

1

fonction

S

-0.2
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Alpha

Figure 1: Courbe de la fonction f ()

A partir de la courbe obtenue sur Figure 7, nous pouvons déterminer le réel o solution de la fonction f ()
en zoomant la courbe de la Figure 1 suivant I'axe des abcisses. On obtient alors la Figure 2.

x10°

0 (]

X: 0.556
Y: 2.993e-005

fonction

-0.5

-1.5

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Alpha

Figure 2 : Courbe de Ju fonction f () zoomée
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La courbe de la Figure 2est une courbe obtenue lorsqu’ on a zoomé la courbe de la Figure 7 suivant I'axe
des abscisses. En regardant cette courbe, nous avons trouvé une solution approchée @ = 0.556.

3-2. Comparaisons des deux courbes obtenues analytiquement et numériquement

Les données suivantes sont ufilisées. La vitesse est 0.03cm/mn=3*10_4m/mn,
D, = D = 0.002 cm?/s =12*107 m? /mn, le coefficient de retard R = 0.9 et C, = 200 mg/l [8].

0.2

T T T
Alpha=0.556 et Beta=1
0.181~ Courbe analytique

0.16— bl

0.14~ bl

0.12~ |

0.1~ bl

Concentration

0.08—~ bl

0.06 bl

0.04~ bl

0.02|- T~ b

r r r r r r
0] 20 40 60 80 100 120 140 160
Temps(minute)

Figure 3 : Comparaison de la variation de concentration obtenve analytiquement et celle obtenve
numériguement pour x = 0.556 et = 1

La courbe noire représente la concentration obtenue analytiquement et la courbe rouge celle obtenue par la
méthode numérique. On remarque que les deux courbes se superposent.

3-3.Calculde Bsiff =1

Fixons & = 0.556 et calculons 5 pour S # 1. Nous avons cherché la valeur de B en résolvant
l’Equation (38). Nous avons tracé la courbe de la fonction

1

vp— [vp2+4D, (122 a+l d
f(B) =31V 3 |2 ‘/ P Zth(( £) + pour déterminer le réel B avec t fixé. Dy et v, sont
connus (Voir la Figure 4)
0.8 I \
0.6 /
0.4 /
0.2 /
- /
-0.2 I
-0.4 I
-0.6 ,
-0.8 /

0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1
Beta

Figure 4 : Courbe de lo fonction f,,(3)
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A partir de la courbe obtenue sur lu Figure 4, nous pouvons déterminer le réel 3 solution de la fonction
fo(B) en zoomant cette courbe. On obtient alors la Figure 5.

x 10°
10

2 X: 0.6667
Y: 1.861e-023

= 0 -

0.655 0.66 0.665 0.67 0.675 0.68 0.685 0.69
Beta

Figure 5 : Courbe de la fonction f,,(3) zoomée

Nous avons zoomé la Figure 4, nous avons obtenu la Figure 5. En regardant cette courbe, on voit bien qu'il
y a une solution approchée B = 0.6667 de la fonction £, ().

3-4. Comparaisons des résultats obtenus avec la courbe analytique

0.2
0.18

0.16 \
0.14 \

0.12

T T T T
Alpha=0.556 et Beta=0.6667
Courbe analytique

0.1

Concentration

0.08

0.06

0.04

0.02 e

—

(o] 20 40 60 80 100 120 140 160
Temps(minutes)

Figure 6 : Comparaison de /o variation de concentration obtenve analytiguement ef celle obtenve
numériguement pour « = 0.556 éff = 0.6667

En regardant la Figure 6, 1a courbe obtenue analytiquement et celle obtenue numériquement se superposent.
En observant les valeurs des erreurs dans le Tahleav 4, on constate que la Figure 6 comporte moins
d’erreur que la Figure 3et donc plus satisfaisante.

Tableau 4 : £tude des erreurs

Courbe analytique et numérique pour Courbe analytique et numérique pour
a=0556p=1 a = 0.556 f =0.6667
Ecart ‘muximul enfre la c’ogrbe 28573103 28505103
analytique et la courbe numérique
Erreur en % 1.49% 1.48%
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En fixant la valeur de @ obtenue et en cherchant la valeur de S d partir de /’Equation (38), nous avons

constaté qu'il existe un couple (a; 3) dont I'injection dans /’Equation (2)donne une solution numérique
proche de la solution analytique de /’Equation (1).

4. Conclusion

Cet article a été axé sur la résolution numérique de I'équation de transport de colloides en milieu poreux utilisant
les approches fractionnaires. Dans ces approches, nous avons utilisé le schéma de Griinwald-Letnicov. Nous avons
aussi utilisé les résultats expérimentaux d’Edvina Muca Lamy pour les différentes constantes de I'équation
différentielle. Les résultats obtenus ont montré que la solution approchée obtenue par le modele fractionnaire
est trés proche de la solution analytique. En perspective, nous pouvons envisager d'utiliser plusieurs valeurs de
taux de biodégradation dans le but d’améliorer la performance du modéle fractionnaire.
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